
Řešeńı 5. zadané úlohy - Jakub Kákona

1. Potřebujeme spoč́ıtat matici pozorovatelnosti systému

O =
[
CACA2C

]
=



0 1 0
0 1 1
0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 1


(1)

h(O = 2). Hodnost je proto menš́ı, než řád systému (3). Systém je proto pozorovatelný
jenom částečně.

(a) Stav je nepozorovatelný, pokud je součást́ı jádra matice O. tj. x ∈ ker(O)

Hledáme proto řešeńı soustavy:

0 1 0
0 1 1
0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 1


 a
b
c

 = 0 (2)

Řešeńım této soustavy jsou všechny nepozorovatelné stavy

x =

 t
0
0

 , t ∈ R (3)

(b) Stav systému je nesestrojitelný, pokud existuje takové x̃, že x = Akx̃, Cx̃ = 0, 0 ≤ k

řeš́ıme proto rovnici:

[
0 1 0
0 1 1

]  a
b
c

 = 0 (4)

x̃ =

 t
0
0

 , t ∈ R (5)

Dále potřebujeme vyřešit x = Akx̃. Ale

Ak =

 1 0 k
0 0 0
0 0 1

 (6)

z toho Akx̃ = x̃. V d̊usledku toho jsou všechny nepozorovatelné stavy zároveň nese-
strojitelné.

x̃ = x =

 t
0
0

 , t ∈ R (7)
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2. Vypočteme matici pozorovatelnosti

O =

 C
AC
A2C

 =



0 1 1
0 0 1
0 1 1
0 0 1
0 1 1
0 0 1


(8)

Hodnost této matice je 2. Systém proto neńı úplně pozorovatelný a počátečńı podmı́nku
muśıme proto hledat z rovnice.

y(k) = CAkx(0) +
k−1∑
i=0

CAk−(i+1)Bu(i) +Du(k). (9)

Protože ale matice B a D jsou nulové, tak se rovnice zjednoduš́ı na tvar:

y(k) = CAkx(0). (10)

Ak =

 1 k 0
0 1 0
0 0 1

 (11)

Znovu dosad́ıme do soustavy a dostaneme:

[
1
1

]
=

[
0 1 1
0 0 1

]  a
b
c

 (12)

Vyřešeńım soustavy pak zjist́ıme, že počátečńı podmı́nka má nějaký tvar typu:

x(0) =

 t
0
1

 , t ∈ R (13)

3. Je potřeba zjistit vlastńı č́ısla matice A.

det(λI−A) = det

 λ 1 −1
−1 λ+ 2 −1
0 −1 λ+ 1

 = λ(λ+1)(λ+2) −→ λ1 = 0, λ2 = −1, λ3 = −2(14)

Vlastńı č́ıslo je nepozorovatelné v př́ıpadě, že sńıž́ı hodnost matice pod řád systému.

h

([
λI − A
C

])
< n (15)
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Spoč́ıtáme proto hodnost matice pro jednotlivá vlastńı č́ısla.

h




0 1 −1
−1 2 −1
0 −1 1
0 1 0


λ1

 = 3 (16)

h



−1 1 −1
−1 1 −1
0 −1 1
0 1 0


λ2

 = 2 (17)

h



−2 1 −1
−1 0 −1
0 −1 −1
0 1 0


λ3

 = 3 (18)

Vid́ıme, že jediné problematické vlastńı č́ıslo je λ2 = −1, které je nepozorovatelné.

4. (a) Spoč́ıtáme matici řiditelnosti systému

C =
[
B,AB,A2B,A3B

]
=


0 0 1 0 0 2ω −ω2 0
1 0 0 2ω −ω2 0 0 −ω3

0 0 0 1 −2ω 0 0 −4ω2

0 1 −2ω 0 0 −4ω2 −2ω3 0

(19)

Matice řiditelnosti systému má plnou hodnost 4. systém je proto řiditelný vstupem
u.

Dále spoč́ıtáme matici pozorovatelnosti systému

O =


C
AC
A2C
A3C

 =



1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

3ω2 0 0 2ω
0 −2ω 0 0
0 −ω2 0 0
−6ω3 0 0 −4ω2


(20)

Matice pozorovatelnosti systému má plnou hodnost, proto je systém pozorovatelný
na výstupu y.

(b) - selháńı radiálńı trysky:

Je třeba upravit matici B, tak aby vliv radiálńı trysky byl nulový. A pak znovu
přepoč́ıtáme matici řiditelnosti systému.

B =


0 0
0 0
0 0
0 1

 (21)
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C =


0 0 0 0 0 2ω 0 0
0 0 0 2ω 0 0 0 −2ω3

0 0 0 1 −2ω 0 0 −4ω2

0 1 0 0 0 −4ω2 0 0

 (22)

Protože je hodnost matice stále 4, tak je systém řiditelný pouze tangenciálńım po-
honem. I v př́ıpadě výpadku radiálńıho pohonu.

(c) - selháńı tangenciálńı trysky:

Je třeba upravit matici B, tak aby vliv tangenciálńı trysky byl nulový. A pak znovu
přepoč́ıtáme matici řiditelnosti systému.

B =


0 0
1 0
0 0
0 0

 (23)

C =


0 0 1 0 0 0 −ω2 0
1 0 0 0 −ω2 0 0 0
0 0 0 0 −2ω 0 0 0
0 0 −2ω 0 0 −2ω2 0 0

 (24)

Hodnost této matice je ale pouze 3 a satelit proto neńı řiditelný pouze radiálńı
tryskou.

(d) Pozorovatelnost systému vyřeš́ıme obdobným zp̊usobem, úpravou matice C.

C =

[
1 0 0 0
0 0 0 0

]
(25)

O =

 C
AC
A2C

 =



1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

3ω2 0 0 2ω
0 0 0 0
0 −ω2 0 0
0 0 0 0


(26)

Hodnost této matice je 3 a systém neńı pozorovatelný pouze na výstupu y1

C =

[
0 0 0 0
0 0 1 0

]
(27)

O =

 C
AC
A2C

 =



1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 −2ω 0 0
0 0 0 0
−6ω3 0 0 −4ω2


(28)

Hodnost matice pozorovatelnosti systému je 4 a systém je pozorovatelný pouze na
výstupu y2
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5. Najdeme matice převodu do diskrétńıho tvaru.

Ã = eAt = L−1
{

(sI − A)−1
}

= L−1

{[
s

s2+1
s

s2+1
−1
s2+1

s
s2+1

]}
=

[
cosT sinT
− sinT cosT

]
(29)

C̃ = CeAα =
[

1 0
] [ cosα sinα
− sin cosα

]
=
[

cosα sinα
]

(30)

Matice pozorovatelnosti diskrétńıho systému pak vypadá takto

O =

[
C̃

C̃Ã

]
=

[
cosα sinα

cosα cosT − sinα sinT cosα sinT + sinα cosT

]
(31)

O =

[
cosα sinα

cos(α + T ) sin(α + T )

]
(32)

Aby systém nebyl pozorovatelný, tak matice O muśı být singulárńı a muśı platit:

cosα sin(α + T )− sinα cos(α + T ) = 0 (33)
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